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摘 要: 针对导弹拦截目标制导过程中的测量噪声和干扰以及未知目标机动，本文提出了具有严格解析形式
的三维非线性 H∞ 导引律的设计方法。通过构建基于改进极坐标系下的三维弹目相对运动方程和存在多种测量噪
声和干扰下的弹目相对运动方程，归纳推导出简洁的导弹拦截目标的系统方程; 利用非线性 H∞ 控制理论构造相应
的 HJI 偏微分方程不等式，并且提出了 HJI 偏微分方程不等式的一种解法，得到了一组解析解，同时得到了拦截系
统的一个正定储能函数，进而构造了非线性 H∞ 导引律; 通过分析非线性 H∞ 导引律的设计方法和几项关键的制导
拦截影响因素，定性指出了如何调整设计参数能够有效对抗各种不利因素，提高制导性能; 最后，仿真研究验证了
非线性 H∞ 导引律的有效性和定性分析的有效性。
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Abstract: An analytical three-dimensional nonlinear H∞ guidance law is designed for coping with measurement
noise and disturbance and unknown target maneuvering in the process of a missile intercepting an attacking target． By
building a three-dimensional relative motion equation between the missile and the target in the modified polar
coordinate and a relative motion equation between the missile and the target involving many types of measurement noise
and disturbance，a simplified system equation of the missile intercepting the target is deduced． Then the corresponding
HJI partial differential inequality is constructed by using nonlinear control theory． And then a solution method of HJI
partial differential inequality is offered． Thus a set of analytical solutions and a positive definite storage function are
obtained，and then the analytical three-dimensional nonlinear H∞ guidance law is designed successfully． By analyzing
the relationship of the design parameters of nonlinear H∞ guidance law and several key interception factors of guidance，
the analysis qualitatively points out that how to adjust design parameters can deal with a variety of adverse factors and
improve guidance performance further more． Finally， simulation results verify the effectiveness of the proposed
guidance law and the effectiveness of the qualitative analysis．
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比例导引 律 及 其 变 种 ( 纯 比 例 导 引 律、真 比
例导引律、扩 展 比 例 导 引 律 等) ［3 － 4］是 被 广 泛 使
用的、较为简洁的一类导引律，但是它们缺乏应
对强噪声干 扰 和 目 标 强 机 动 的 理 论 基 础 和 实 际
效果［2 － 4］。因此，各种现代控制理论被应用于导
引律的设计，例 如 分 数 阶 修 正 比 例 导 引 律［5］、滑
模变结构 导 引 律［6 － 8］、鲁 棒 导 引 律［9 － 11］，最 优 导
引律［12］，反 馈 线 性 化［13］，有 限 时 间 收 敛 导 引








非线性控制 系 统 有 限 时 间 稳 定 性 理 论 得 到 了 有
限时间收敛变结构导引律，证明了在弹目相对速
度为常数、目标在一定机动条件下，该导引律保
证视线 角 速 率 在 末 制 导 结 束 前 收 敛 到 零; 文 献
［11］和我们的 工 作［10］针 对 未 知 目 标 机 动，设
计了非线性 H∞ 导引律，但是没有充分考虑测量
噪声的影响。在已有的大量研究资料中，缺乏将
测量噪声和 目 标 机 动 放 置 于 统 一 框 架 和 系 统 下
的讨论和设计工作，往往顾此失彼，而且参数的
变化与导引品质的关系不明确，不利于针对不同




用非线性 H∞ 控制理论构造相应的 Hamilton-Jacobi-
Isaacs( HJI) 偏微分方程不等式，并且给出了求解方
法，得到了一组解析解和正定的储能函数，成功设计









r = rT － rM = rer ( 1)





rer + r er = VT － VM ( 2)
图 1 三维弹目相对运动示意图
Fig． 1 Illustration of three-dimensional relative motion
between a missile and a target
d2r
dt2
= r̈er + 2 r er + rër = aT － aM ( 3)
式中: VT ，aT ，VM ，aM 分别是目标与导弹的速度与
加速度矢量。
设视线的旋转角速度矢量为 Ω，Ω 的方向与视
线方向垂直。利用运动学相关知识，可得 er = Ω ×







这样 ( er，et，eΩ ) 就 构 成 改 进 的 极 坐 标 系
( Modified Polar Coordinate，MPC) ，是正交坐标系，且
满足右手定则。显然 MPC 坐标系是活动坐标系。
将目标与导弹的加速度矢量 aT 与 aM 在 MPC
坐标系 ( er，et，eΩ ) 下分解:
aT = aTrer + aTtet + aTΩeΩ
aM = aMrer + aMtet + aMΩeΩ
计算式( 3 ) ，可得如下三维非线性弹目相对运
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动方程:
dr
dt = r Ω
2 + ( aTr － aMr )
d( r Ω )
dt = －
















的导引律( 主要是 aMt ) ，可以通过视线的角速度矢
量直接转换为固定坐标系下的三维导引律［17］。
2 非线性 H∞ 导引律设计
由于视线转率是否收敛决定了反导导弹能否命
中目标，所以导引律的设计原则主要是零化视线转
率，所以只需要关注式( 4 ) 中有关视线转率动态过
程的第二个方程，即
d( r Ω )
dt = －
r Ω + aTt － aMt 。
这是一个理想的视线转率动态方程，但在实际的制
导回路中，r，r，Ω ，aTt 都会有测量误差。
令 v = r Ω ，表示了视线法向速度。当 v→0 ，
那么 Ω → 0 或者 r→ 0 ，都表示了命中拦截目标。
在实际的拦截制导回路，各种因素引起的测量误差
不可避免，假设测量值与实际值有如下误差关系:
r̂ = r( 1 + Δ1 )
r
^
= r( 1 + Δ2 )
Ω̂ = Ω ( 1 + Δ3 )










式中: r̂、 Ω̂ 、r
^
、̂aTt 是测量值，Δ1，Δ2，Δ3，Δ4 为测量
误差，且要求 Δ1，Δ2，Δ3，Δ4 的绝对值小于 1。一般
情况，̂r、 Ω̂ 、r
^
能够满足假设( 5) ; 而目标加速度 âTt
的估计可能存在很大误差，如果无法满足假设( 5 ) ，




( 1 + Δ1) ( 1 + Δ3)
= v̂
( 1 + Δ1) ( 1 + Δ3)
，










利用 Taylor 展开得 11 + Δ i
= 1 － Δ i + O( Δ
2
i ) ，
式中: i = 1，2，3，4 。令 α 为测量噪声 Δ2 + Δ3 的统















r̂ ( 1 － Δ2 + O( Δ
2
2 ) ) ( 1 － Δ3 + O( Δ
2
3 ) ) +
âTt ( 1 － Δ4 + O( Δ
2





r̂ ( 1 － α) + âTt － aMt +




r̂ － O( Δ4 ) âTt ( 6)




r̂ － O( Δ4 ) âTt ，u = aMt











ρa[ ]Mt ，其中 k 和 ρ 是给定常数。
应 用 非 线 性 H∞ 控 制 理 论，可 构 造 如 下 的




ρ( )2 V( )v
2






( kv̂) 2 ≤ 0 ( 8)
式中: γ ＞ 0 表示 w 到 z 的系统 L2 增益的上界。将式
( 8) 看作 Vv 的普通二次不等式
，等号成立有两根:
1 － α









－ k2 ( 1 /γ2 － 1 /ρ2槡 )
1 /γ2 － 1 /ρ2
v̂
显然，要使式( 8) 全局成立并且保证两根为实数，要
求 γ ＞ ρ。故使得式( 8) 全局成立的 Vv 为
:
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V
v
= 1 － α
1 /γ2 － 1 /ρ2
r
^
r̂ v̂ + β





－ k2 ( 1 /γ2 － 1 /ρ2槡 )
1 /γ2 － 1 /ρ2
v̂ ( 9)
式中: β ＞ 1 。那么可得到储能函数 V( v) 的 解为:
V( v) = 1 － α









－ k2 ( 1 /γ2 － 1 /ρ2槡 )




















－ k2 ( 1 /γ2 － 1 /ρ2槡 )









( 1 + Δ1 ) ( 1 + Δ3 ) v
2
因为要求储能函数 V( v) 是一个正定函数，所
以要求 β ＜ － 1 。通过以上设计和分析过程，我们给
出了式( 8) 的一个解集，那么系统( 7) 的非线性三维
H∞ 导引律可以构造如下:


























－ k2 ( 1 /γ2 － 1 /ρ2槡 )
1 /γ2 － 1 /ρ2
r̂ Ω̂
( 10)
式中: 参数 α ＜ 1 代表测量噪声水平，β ＜ － 1 控
制式( 8) 不等号右边的大小，进而提高导引律的鲁
棒性，k ＞ 0 代表代价函数中系统状态的权重，ρ ＞
0 代表代价函数中控制输出的权重，γ ＞ 0 代表系统
干扰抑制的鲁棒性。
3 非线性 H∞ 导引律拦截目标分析与讨论
假设导弹的拦截能力和其他拦截条件已经确
定，我们讨论导引律( 10 ) 的参数与导引品质的一些
定性关系。
我们主要讨论制约导引品质的几项关键要素:
1) 测量噪声、干扰; 2) 目标机动能量和形式; 3) 导引
初始条件。




干扰 w ，显然对系统( 7 ) 的收敛性和末端拦截精度
有重要影响; 但是我们采用了非线性 H∞ 方法设计
导引律，将系统未知干扰 w 对系统的影响控制在“w
到 z 的系统 L2 增益小于等于 γ”，保证了拦截系统
的鲁棒性; 另外，有色噪声对测量信号的危害和拦截













zTzdt 和调节 γ ，
















另外，β 若等于 － 1 ，则代表 HJI 不等式等号成立，
为最优非线性 H∞ 导引律，减小 β 的值可以平衡系








线性 H∞ 控制理论，在非零初始状态下，导引律( 10)




zTzdt ，由于拦截成功意味着 v( t) → 0 ，即
V( v( t) ) → 0 ，所以能量关系式主要是 － V( v( 0) )







zTzdt ，进而估算出使能量关系式成立的 v( 0)





0．1 s 的一阶环节，测量状态 r̂、Ω̂ 、r
^
的误差 Δ1，Δ2，Δ3
同为均值 －0． 05、方差 0． 03 的有色噪声，目标的加速度
估计误差 Δ4 为均值 0． 1、方差 0． 05 的有色噪声。采用
FIＲ-Equiripple 低通滤波器对噪声进行处理，通带频率




拦截的初始条件为: 导弹位置原点( 0，0，0 ) ，导
弹初速度 600 m /s，导弹发射的方位角为 π /4 rad，
高低 角 为 0． 7 rad，导 弹 的 法 向 过 载 限 制 为
300 m /s2 ; 目标位置( 10000 m，10000 m，10000 m) ，
目标的来袭速度为 1500 m /s，目标来袭的方位角为
5π /4 rad，高低角为 － 2． 44 rad，向着原点附近攻击。
当弹目最小距离小于 0． 15 m 时，表示拦截成功，否
则拦截失败。
给定 导 引 律 ( 10 ) 中 的 参 数 为: α = － 0． 1 ，
β = － 1． 5 ，k = 0． 5 ，ρ = 0． 8 ，γ = 1 ，则导引律为:
aMt = âTt － 3． 06 r
^
Ω̂ +





+ 0．槡 14 r̂ Ω̂ ( 11)
我们采用 PN( Proportional Navigation) 导引律进
行对比，PN 导引律在 MPC 坐标系下的解析形式
为:
aMt = － c r
^
Ω̂ ( 12)
式中: c ＞ 2 为可调节参数，经过多次仿真试验优
化，我们选取 c = 5 。
仿 真 1: 目 标 在 垂 直 视 线 方 向 做 大 小 为
180 m /s2、周期为 3 s、占比 50% 的方波机动，如图 2
中的细实线所示。分别采用非线性 H∞ 导引律( 11)
和 PN 导引律( 12) 进行制导控制拦截，脱靶量分别
为 0． 13 m 和 36 m，即非线性 H∞ 导引律成功拦截目
标，而 PN 导引律( 12) 脱靶。
其他拦截信息如图 2 和图 3 所示: 图 2 中的粗
实线( NH) 显示了非线性 H∞ 导引律的导弹实际加
速度，充分利用了导弹的过载能力，而且对目标的机
动做出了快速响应; 图 2 中的粗虚线( PN) 显示了
PN 导引律的导弹实际加速度，其峰值严重滞后于目
标机动，造成脱靶; 图 3 显示了两张导引律的视线转
率变化，粗实线( NH) 代表非线性 H∞ 导引律控制下
的弹目视线转率变化，其收敛迅速，能够稳定跟踪目
标的机动; 而图 3 中的粗虚线( PN) 代表 PN 导引律
控制下的弹目视线转率变化，最终发散。
图 2 仿真 1: 两种导引律下导弹和目标的加速度
Fig． 2 Simulation 1: accelerations of the missile and the
target for two different guidance laws
仿真 2: 改变目标机动的形式: 目标在垂直视线
方向做大小为 180 m /s2、周期为 4 s、占比 50% 的方
波机动，如图 4 中的细实线所示。仿真结果如图 4
和图 5 所示。虽然这次目标的机动能量与仿真 1 中
的机动能量大致相同，但是导弹在非线性 H∞ 导引
律( 11) 的控制下已经无法命中目标，视线转率发
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图 3 仿真 1: 两种导引律下视线转率的变化
Fig． 3 Simulation 1: the turning rate of line of sight
for two different guidance laws
散，当然 PN 导引律也无法命中目标，视线转率发
散。两者的脱靶量都在 2000 m 以上。
图 4 仿真 2: 两种导引律下导弹和目标的加速度
Fig． 4 Simulation 2: accelerations of the missile and the
target for two different guidance laws
图 5 仿真 2: 视线转率的变化
Fig． 5 Simulation 2: the turning rate of line of sight
仿真 3: 仍然采用仿真 2 的目标机动环境。分
析仿真 2 失败的原因可知，虽然目标的加速度能量
相同，但是引起了目标弹道的较大未知变化，需要提
高导引律的鲁棒性来拦截目标。因此，将 β 和 K 的
值相对调高，β = － 6 ，k = 1 ，计算得非线性 H∞ 导
引律为:
aMt = âTt － 3． 06 r
^
Ω̂ +





+ 0． 56 r̂ ^槡 Ω ( 13)
同样，为了提高 PN 导引律拦截强机动目标的
能力和鲁棒性，进一步调整优化 PN 导引律的参数，
经反复测试，令 c = 10 ，即 aMt = － 10 r
^
Ω̂ 。
利用以上 PN 导引律和非线性 H∞ 导引律( 13) ，
我们分别对仿真 1 和仿真 2 中的目标机动情况进行
了拦截，PN 导引律都拦截失败，而非线性 H∞ 导引
律( 13) 都拦截成功。对仿真 1 目标的拦截结果与
图 2 和图 3 所示结果相似，主要区别是导弹的加速
度更大、变化更剧烈一些。对仿真 2 目标机动的拦
截脱靶量分别为 0． 11 m 和 490 m，非线性 H∞ 导引
律( 13) 拦截成功，而 PN 导引律拦截失败。导弹加
速度和视线转率变化如图 6 和图 7 所示，可见本文
提出的非线性 H∞ 导引律设计方法能充分跟踪处理
目标 强 机 动，抑 制 视 线 转 率 发 散，具 有 一 定 的 优
越性。
图 6 仿真 3: 两种导引律调整参数后的导弹和
目标的加速度
Fig． 6 Simulation 3: accelerations of the missile and the






739第 8 期 刘利军等: 非线性 H∞ 导引律设计与分析
图 7 仿真 3: 两种导引律调整参数后的视线转率的变化
Fig． 7 Simulation 3: the turning rate of line of sight for two
different guidance laws with adjusted parameters
统三维弹目相对运动方程的复杂性; 其次，建立了存
在多种测量噪声和干扰下的弹目相对运动方程，紧
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